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No existencia global para un sistema de ecuaciones de onda viscoela´stica no lineal
con operador p-Laplaciano
Teo´fanes Quispe Me´ndez 1
Resumen: Consideramos un problema mixto para un sistema de ecuaciones de onda
viscoela´stica no lineal con operador p-Laplaciano. Bajo ciertas condiciones sobre las
funciones de relajacio´n y los te´rminos de fuente, utilizando el me´todo indirecto,
probamos un resultado de no existencia global para ciertas soluciones con energ´ıa
inicial no positiva as´ı como con energ´ıa inicial positivos.
Palabras claves: Sistema de ecuaciones de onda viscoela´stica no lineal; operador
p-Laplaciano; no existencia global; explosio´n de soluciones.
Global Nonexistence for a system of nonlinear viscoelastic wave equations with
p-Laplacian operator
Abstract: We consider a mixed problem for a system of nonlinear viscoelastic wave
equations with p-Laplacian operator. Under certain conditions on the relaxation
functions and the source terms, using the indirect method, we prove a result of
global nonexistence for certain solutions with nonpositive initial energy as well as
with positive initial energy.
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Quispe Me´ndez
1. Introduccio´n
En este art´ıculo, consideramos el problema para el siguiente sistema de ecuaciones de onda
viscoela´stica no lineal con operador p-Laplaciano:∣∣u′∣∣ρ u′′ −∆u−∆pu−∆u′′ + g1 ∗∆u−∆u′ = f1 (u, v) en Ω× ]0,∞[ , (1.1)∣∣v′∣∣ρ v′′ −∆v −∆pv −∆v′′ + g2 ∗∆v −∆v′ = f2 (u, v) en Ω× ]0,∞[ , (1.2)
con condiciones iniciales
u (x, 0) = u0 (x) , u
′ (x, 0) = u1 (x) en Ω, (1.3)
v (x, 0) = v0 (x) , v
′ (x, 0) = v1 (x) en Ω, (1.4)
y condiciones de frontera
u (x, t) = 0 en ∂Ω× ]0,∞[ , (1.5)
v (x, t) = 0 en ∂Ω× ]0,∞[ , (1.6)
donde Ω es un conjunto abierto y acotado de Rn (n ≥ 1) con frontera regular ∂Ω, ∆ es el operador
Laplaciano, ∆p es el operador p-Laplaciano definido por
∆pw = div
(
|∇w|p−2∇w
)
con p ≥ 2, ∇ es el operador gradiente, div es el operador divergencia, ρ es un nu´mero real
positivo que cumple cierta condicio´n. Las funciones u0, u1, v0 y v1 son datos iniciales dados. Las
funciones g1 (t) y g2 (t) son reales positivas diferenciables para t ≥ 0 y las funciones f1 (s, r) y
f2 (s, r) son reales no lineales para (s, r) ∈ R2 y el operador ∗ definido por
(g ∗ w) (x, t) =
∫ t
0
g(t− s)w(x, s)ds.
Las derivadas parciales con respecto al tiempo denotamos: u′ =
∂u
∂t
y u′′ =
∂2u
∂t2
.
Este problema tiene su origen en la descripcio´n matema´tica de los materiales viscoela´sticos y
describe la interaccio´n de dos campos escalares. Es bien sabido que los materiales viscoela´sticos
exhiben amortiguacio´n natural, que es debido a la propiedad especial de estos materiales para
retener una memoria de su historia pasada. Desde el punto de vista matema´tico, estos efectos de
amortiguacio´n se modelan por los operadores integro-diferenciales. Por tanto, la dina´mica de los
materiales viscoela´sticos son de gran importancia e intere´s ya que tienen amplias aplicaciones
en la f´ısica y la ingenier´ıa. Ma´s informacio´n al respecto, ver [3, 5, 16].
Nuestro trabajo esta motivado por el sistema propuesto por Segal [17]{
u′′ −∆u+m21u+ k21uv2 = 0,
v′′ −∆v +m22v + k22u2v = 0,
(1.7)
que surge en el estudio de la teor´ıa del campo cua´ntico y describe la interaccio´n de los mesones u
y v, donde m1 y m2 son las masas de estos mesones respectivamente, k1 y k2 son las constantes
de interaccio´n. El siguiente sistema de ecuaciones de onda con te´rmino fuente no lineal{
u′′ −∆u+ α1u+ β1 |v|p+2 |u|p u = f1,
v′′ −∆v + α2v + β2 |u|p+2 |v|p v = f2, (1.8)
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fue estudiado por Medeiros y Miranda [12, 13]. Se tiene tambie´n el siguiente sistema de ecuaciones
de onda viscoela´stica con te´rminos disipativo y fuente
u′′ −∆u+
∫ t
0
g1 (t− s) ∆u (s) ds−∆u′ = f1 (u, v) ,
v′′ −∆v +
∫ t
0
g1 (t− s) ∆v (s) ds−∆v′ = f2 (u, v) ,
(1.9)
que fue investigado por Liang y Gao [7] y demostraron la existencia global, el decaimiento
exponencial y la explosio´n de soluciones; tambie´n Andrade y Mognon [2], sin te´rminos disipativo,
establecieron la existencia y la unicidad global; Sun y Wang [18], sin te´rminos de viscoelasticidad,
demostraron la existencia local y global, el decaimiento exponencial y la explosio´n de soluciones
en tiempo finito. Posteriormente se tiene el siguiente sistema{ |u′|ρ u′′ −∆u−∆u′′ −∆u′ = f1 (u, v) ,
|v′|ρ v′′ −∆v −∆v′′ −∆v′ = f2 (u, v) , (1.10)
el cual fue estudiado por Liu [10] y establecio´ la existencia global y el decaimiento exponencial.
El siguiente sistema
∣∣u′∣∣ρ u′′ −∆u−∆u′′ + ∫ t
0
g1 (t− s) ∆u (s) ds−∆u′ = f1 (u, v) ,∣∣v′∣∣ρ v′′ −∆v −∆v′′ + ∫ t
0
g1 (t− s) ∆v (s) ds−∆v′ = f2 (u, v) ,
(1.11)
fue estudiado por Quispe et al. [15] y ellos probaron la existencia local y la no existencia global
con energ´ıa inicial no positiva y como tambie´n con energ´ıa inicial positiva. Tambie´n el sistema
(1.11) fue investigado por Liu y Yu [11], quienes establecieron la existencia local y global, y el
decaimiento exponencial.
El problema (1.1)− (1.6) con te´rminos disipativos no lineales, Hao et al. [6] probaron la no
existencia global con energ´ıa inicial negativa.
Motivados por los trabajos anteriores, estudiamos el problema (1.1)− (1.6) y mostramos la
no existencia global de soluciones, mediante el me´todo indirecto con energ´ıa inicial acotada por
cierta constante positiva. En la discusio´n del problema (1.1)− (1.6), emplearemos las estrategias
y te´cnicas inspiradas en los trabajos de Liu [9] y Quispe et al. [15].
El trabajo esta organizado de la siguiente manera. En la Seccio´n 2, se explican algunos
conceptos y notaciones a utilizarse, se dan resultados especiales sin demostracio´n y se imponen
las hipo´tesis te´cnicas para el desarrollo del trabajo. En la seccio´n 3, enunciamos algunos lemas
importantes y el teorema principal del trabajo con sus correspondientes demostraciones.
2. Preliminares
En esta seccio´n presentamos algunos conceptos (mayor informacio´n, ver Lions [8]), notacio-
nes, hipo´tesis y resultados sin demostracio´n, los cuales sera´n usados en el desarrollo del presente
trabajo.
Sea Ω un conjunto abierto y acotado de Rn con frontera regular ∂Ω. Denotamos el producto
interno en L2 (Ω) por
(u, v) =
∫
Ω
u (x) v (x) dx.
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Denotamos por | . |p la norma usual en el espacio Lp (Ω) para 1 ≤ p ≤ ∞. Consideramos el
espacio de Hilbert H10 (Ω), provisto con el producto interno y norma dado por
((u, v)) =
∫
Ω
∇u (x) .∇v (x) dx y ‖u‖ =
(∫
Ω
|∇u (x)|2 dx
) 1
2
.
En el espacio de Sobolev W 1,p0 (Ω) usamos la norma
‖u‖1,p =
(∫
Ω
|∇u (x)|p dx
) 1
p
.
Sea X un espacio de Banach, T y p nu´meros reales tales que 0 < T ≤ ∞ y 1 ≤ p ≤ ∞.
Representamos con Lp (0, T ;X) al espacio de Banach de las funciones vectoriales u : ]0, T [ −→
X medibles con ‖u (t)‖X ∈ Lp (0, T ), provisto de la norma
‖u‖Lp(0,T ;X) =
(∫ T
0
‖u (t)‖pX dt
) 1
p
, 1 ≤ p <∞,
‖u‖L∞(0,T ;X) = sup
0<t<T
ess ‖u (t)‖X , p =∞.
Similarmente, cuando 0 < T <∞, representamos con C ([0, T ] ;X) al espacio de Banach de
las funciones continuas u : [0, T ] −→ X, provisto de la norma
‖u‖C([0,T ];X) = sup
0≤t≤T
‖u (t)‖X .
Denotamos las derivadas parciales con respecto al tiempo w′ = ∂w∂t y w
′′ = ∂
2w
∂t2
, y escribimos
w (t) (x) = w (x, t).
Hipo´tesis. Imponemos sobre el nu´mero ρ y las funciones reales g1, g2, f1 y f2 las siguientes
condiciones:
(H1) ρ es un nu´mero real tal que
0 < ρ ≤ 2
n− 2 si n ≥ 3 y ρ > 0 si n = 1, 2.
(H2) g1, g2 : [0,∞)→ [0,∞) son funciones no crecientes acotadas de clase C1 tales que
g1 (0) > 0, 1−
∫ ∞
0
g1(s)ds = l1 > 0,
g2 (0) > 0, 1−
∫ ∞
0
g2(s)ds = l2 > 0.
(H3) f1, f2 : R2 → R son funciones continuas y existe una constante d > 0 tal que
|f1 (u, v)| ≤ d
(
|u+ v|r−1 + |u| r2−1 |v| r2
)
, ∀ (u, v) ∈ R2,
|f2 (u, v)| ≤ d
(
|u+ v|r−1 + |u| r2 |v| r2−1
)
, ∀ (u, v) ∈ R2,
donde
r > p ≥ 2 si n = 1, 2 y 2 ≤ p < r ≤ 2 (n− 1)
n− 2 si n ≥ 3. (2.1)
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(H4) Existe una funcio´n F : R2 → [0,∞) diferenciable tal que
∂F
∂u
= f1 (u, v) y
∂F
∂v
= f2 (u, v) , ∀ (u, v) ∈ R2;
existen constantes c0, c1 > 0 tales que
c0 [|u|r + |v|r] ≤ uf1 (u, v) + vf2 (u, v) = rF (u, v) ≤ c1 [|u|r + |v|r] , ∀ (u, v) ∈ R2;
y para cada λ ≥ 0 se tiene
F (λu, λv) = λrF (u, v) , ∀ (u, v) ∈ R2,
donde r verifica (2.1).
Observacio´n 2.1. Las funciones que satisface (H3) y (H4), puede ser tomado como por ejemplo
(ver [1])
F (u, v) =
1
r
[
a|u+ v|r + 2b|uv| r2
]
,
donde a, b > 0 son constantes reales, as´ı
f1(u, v) = a|u+ v|r−2(u+ v) + b|u| r2−2|v| r2u,
f2(u, v) = a|u+ v|r−2(u+ v) + b|v| r2−2|u| r2 v.
Lema 2.2 (Desigualdad de Sobolev-Poincare´ [4]). Si 1 ≤ q ≤ npn−p para 1 ≤ p < n y 1 ≤ q <∞
para n ≤ p, entonces existe una constante C∗ > 0 tal que
|u|q ≤ C∗ ‖u‖1,p , ∀u ∈W 1,p0 (Ω) .
Lema 2.3 (Desigualdad generalizada de Gronwall [14]). Sea f : [0,∞) → [0,∞) continua,
g : ]0,∞[→ ]0,∞[ continua y no decreciente y sea C una constante positiva. Si
f (t) ≤ C +
∫ t
0
g (f (s)) ds, 0 ≤ t <∞,
entonces
f (t) ≤ G−1(T∗) <∞, 0 ≤ t ≤ T∗,
para cualquier nu´mero fijo T∗ < G (∞), donde
G (τ) =
∫ τ
C
1
g (s)
ds, para τ ≥ C.
Adema´s, si G (∞) =∞, entonces
f (t) ≤ G−1(t), para todo t ≥ 0.
Diferenciando el operador gw y haciendo algunos ca´lculos, se obtiene el siguiente resultado.
Lema 2.4. Si g ∈ C1 ([0,∞[) y w ∈ C1 ([0, T ] ;L2 (Ω)), entonces∫ t
0
g(t− s) (w(s), w′(t)) ds = −1
2
d
dt
[
(gw) (t)−
(∫ t
0
g(s)ds
)
|w (t)|22
]
−1
2
g(t) |w (t)|22 +
1
2
(
g′w
)
(t) ,
donde
(hw) (t) :=
∫ t
0
h(t− s) |w (t)− w(s)|22 ds.
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3. No Existencia Global
En esta seccio´n, estudiamos la propiedad de explosio´n de soluciones en tiempo finito del
problema (1.1)− (1.6). En la discusio´n emplearemos el me´todo indirecto como Liu [9] y Quispe
et al. [15].
La energ´ıa del problema (1.1)− (1.6) se define por
E (t) =
1
ρ+ 2
(∣∣u′ (t)∣∣ρ+2
ρ+2
+
∣∣v′ (t)∣∣ρ+2
ρ+2
)
+
1
2
(∥∥u′ (t)∥∥2 + ∥∥v′ (t)∥∥2)
+
1
p
(
‖u (t)‖p1,p + ‖v (t)‖p1,p
)
+
1
2
(
G1 (t) ‖u (t)‖2 +G2 (t) ‖v (t)‖2
)
+
1
2
((g1∇u) (t) + (g2∇v) (t))−
∫
Ω
F (u (t) , v (t)) dx, (3.1)
para t ≥ 0, donde
Gi (t) = 1−
∫ t
0
gi(τ)dτ , i = 1, 2.
Lema 3.1. Supongamos que (H1) − (H4) se verifican, u0, v0 ∈ W 1,p0 (Ω) y u1, v1 ∈ H10 (Ω). Si
(u, v) es una solucio´n del problema (1.1) − (1.6), entonces la energ´ıa E (t) es una funcio´n no
creciente para t ≥ 0,
E′ (t) = −
(∥∥u′ (t)∥∥2 + ∥∥v′ (t)∥∥2)
−1
2
(
g1(t) |∇u (t)|22 + g2(t) |∇v (t)|22
)
+
1
2
((
g′1∇u
)
+
(
g′2∇u
)) ≤ 0 (3.2)
y
E (t) +
∫ t
0
(∥∥u′ (s)∥∥2 + ∥∥v′ (s)∥∥2) ds ≤ E (0) , (3.3)
donde
E (0) =
1
ρ+ 2
(
|u1|ρ+2ρ+2 + |v1|ρ+2ρ+2
)
+
1
2
(
‖u1‖2 + ‖v1‖2
)
+
1
p
(
‖u0‖p1,p + ‖v0‖p1,p
)
+
1
2
(
‖u0‖2 + ‖v0‖2
)
−
∫
Ω
F (u0 (x) , v0 (x)) dx.
Demostracio´n. Multiplicando (1.1) por u′ y (1.2) por v′, integrando sobre Ω y utilizando
(1.3) − (1.6) con el teorema de la divergencia, se obtiene (3.2). La desigualdad (3.3) es una
consecuencia directa de (3.2). 
Lema 3.2. Supongamos que (H4) se verifica. Entonces existe η > 0 tal que para cada (u, v) ∈
H10 (Ω)×H10 (Ω) se tiene∫
Ω
F (u, v) dx ≤ η
(
l1 ‖u (t)‖2 + l2 ‖v (t)‖2
) r
2
, (3.4)
donde l1 y l2 son las constantes dadas en (H2).
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Demostracio´n. Usando la desigualdad de Sobolev-Poincare´, tenemos∫
Ω
F (u, v) dx ≤ c1
r
(|u|rr + |v|rr)
≤ c1
r
Cr∗ (‖u‖r + ‖v‖r)
≤ c1
r
Cr∗
(
‖u‖2 + ‖v‖2
) r
2
≤ c1
r
Cr∗
(
ma´x
{
1
l1
,
1
l2
}) r
2 (
l1 ‖u‖2 + l2 ‖v‖2
) r
2
.
Tomando η = c1r C
r∗
(
ma´x
{
1
l1
, 1l2
}) r
2
, completa la prueba. 
Definamos los siguientes funcionales
Γ (t) = Γ (u (t) , v (t)) = G1 (t) ‖u (t)‖2 +G2 (t) ‖v (t)‖2 + (g1∇u) (t) + (g2∇v) (t) ,
I (t) = I (u (t) , v (t)) = Γ (t)− r
∫
Ω
F (u (t) , v (t)) dx,
J (t) = J (u (t) , v (t)) =
1
2
Γ (u (t) , v (t))−
∫
Ω
F (u (t) , v (t)) dx.
Entonces
E (t) =
1
ρ+ 2
(∣∣u′ (t)∣∣ρ+2
ρ+2
+
∣∣v′ (t)∣∣ρ+2
ρ+2
)
+
1
2
(∥∥u′ (t)∥∥2 + ∥∥v′ (t)∥∥2)
+
1
p
(
‖u (t)‖p1,p + ‖v (t)‖p1,p
)
+ J (u (t) , v (t)) .
Para t ≥ 0, definamos
d1 (t) = ı´nf
(u,v)∈H10 (Ω)×H10 (Ω)
(u,v) 6=(0,0)
d2 (u, v) ,
donde
d2 (u, v) = sup
λ≥0
J (λu, λv) .
Lema 3.3. Supongamos que (H4) se verifica. Entonces para t ≥ 0 se tiene
0 < d ≤ d1 (t) ≤ d2 (u, v) ,
y
d2 (u, v) =
r − 2
2r
 (Γ (t)) rr−2(
r
∫
Ω F (u, v) dx
) 2
r−2
 ,
donde
d =
r − 2
2r
(
1
ηr
) 2
r−2
(3.5)
y η es la constante del Lema 3.2.
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Demostracio´n. Para (u, v) ∈ H10 (Ω)×H10 (Ω) fijo, (u, v) 6= (0, 0), definamos la funcio´n
ϕ (λ) = J (λu, λv) =
λ2
2
Γ (u, v)− λr
∫
Ω
F (u, v) dx.
Entonces
ϕ′ (λ0) = 0, para λ0 =
(
Γ (t)
r
∫
Ω F (u, v) dx
) 1
r−2
,
donde
∫
Ω F (u, v) dx > 0 para (u, v) 6= (0, 0), por (H4). Por consiguiente
sup
λ≥0
ϕ (λ) = ϕ (λ0) = d2 (u, v) . (3.6)
Entonces de (3.6) el resultado se obtiene usando la desigualdad (3.4) y desde que Gi > li, i = 1, 2.

Lema 3.4. Supongamos que (H1)−(H4) se verifican. Si para cada nu´mero fijo δ < 1, asumamos
que u0, v0 ∈W 1,p0 (Ω), u1, v1 ∈ H10 (Ω) y satisface
E (0) < δd y I (0) < 0, (3.7)
donde d esta´ dado por (3.5). Entonces
I (t) < 0, para cada t > 0 (3.8)
y
d <
r − 2
2r
Γ (t) <
r − 2
2
∫
Ω
F (u, v) dx, para cada t > 0. (3.9)
Demostracio´n. Por (3.3) y (3.7), resulta
E (t) < δd, para cada t > 0.
Ahora veamos que se cumple I (t) < 0, para cada t > 0. Razonando por el absurdo, supongamos
que existe un nu´mero t1 > 0 tal que I (t1) ≥ 0. Desde que u (t) y v (t) son continuas, se tiene
que I (t) es continua. Por lo cual, existe t∗ ∈ ]0, t1] tal que I (t∗) = 0 y I (t) < 0, para 0 ≤ t < t∗.
Por consiguiente
Γ (t) < r
∫
Ω
F (u (t) , v (t)) dx, para 0 ≤ t < t∗.
Entonces, usando el Lema 3.3, se obtiene
d <
r − 2
2r
Γ (t) , para 0 ≤ t < t∗.
Del cual
d <
r − 2
2
∫
Ω
F (u (t) , v (t)) dx, para 0 ≤ t < t∗.
Desde que t 7−→ ∫Ω F (u (t) , v (t)) dx es continua, tenemos ∫Ω F (u (t∗) , v (t∗)) dx 6= 0. En vista
del Lema 3.3 y I (t∗) = 0, resulta
d ≤ r − 2
2
∫
Ω
F (u (t∗) , v (t∗)) dx =
r − 2
2r
Γ (t∗) = J (u (t∗) , v (t∗)) ,
el cual es imposible, desde que J (u (t∗) , v (t∗)) ≤ E (t∗) ≤ δd < d. Por tanto se verifica (3.8).
La desigualdad (3.9) se obtiene usando (3.8) y Lema 3.3. Esto completa la demostracio´n. 
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Lema 3.5. Supongamos que (2.1) se verifica. Entonces existe una constante C > 0 tal que
|w|qr ≤ C
[
‖w‖2 + |w|rr
]
, (3.10)
para todo w ∈ H10 (Ω) y 2 ≤ q ≤ r.
Demostracio´n. Si |w|r ≤ 1, y usando la desigualdad de Sobolev-Poincare´, resulta
|w|qr ≤ |w|2r ≤ C∗ ‖w‖2 ≤ C∗
[
‖w‖2 + |w|rr
]
.
Si |w|r > 1, entonces
|w|qr ≤ |w|rr ≤ |w|rr + ‖w‖2 .
As´ı se tiene (3.10). 
Consideremos
H (t) = δˆd− E (t) , (3.11)
donde δˆ = ma´x {0, δ}. Entonces
H (t) ≤ δˆd+
∫
Ω
F (u, v) dx ≤
(
δˆ
r − 2
2
+ 1
)∫
Ω
F (u, v) dx, para cada t > 0 (3.12)
y
H (t) ≥ H (0) = δˆd− E (0) > 0, H ′ (t) = −E′ (t) ≥ 0, para cada t > 0. (3.13)
Lema 3.6. Supongamos que (H1) − (H4) y (3.7) se verifican. Entonces existe una constante
C > 0 tal que
|u|qr + |v|qr ≤ C
[
−H (t)− ∣∣u′∣∣ρ+2
ρ+2
− ∣∣v′∣∣ρ+2
ρ+2
+
∥∥u′∥∥2 + ∥∥v′∥∥2 − ‖u‖p1,p − ‖v‖p1,p
− ‖u‖2 − ‖v‖2 − (g1∇u)− (g2∇v) + |u|rr + |v|rr
]
, (3.14)
para t ≥ 0 y para todo 2 ≤ q ≤ r.
Demostracio´n. Usando (H2), (3.1), (3.11) y (H4), resulta
1
2
l1 ‖u‖2 + 1
2
l2 ‖v‖2 ≤ E (t)− 1
ρ+ 2
(∣∣u′∣∣ρ+2
ρ+2
+
∣∣v′∣∣ρ+2
ρ+2
)
− 1
2
(∥∥u′∥∥2 + ∥∥v′∥∥2)
−1
p
(
‖u (t)‖p1,p + ‖v (t)‖p1,p
)
−1
2
((g1∇u) + (g2∇v)) +
∫
Ω
F (u, v) dx
= δˆd−H (t)− 1
ρ+ 2
(∣∣u′∣∣ρ+2
ρ+2
+
∣∣v′∣∣ρ+2
ρ+2
)
− 1
2
(∥∥u′∥∥2 + ∥∥v′∥∥2)
−1
p
(
‖u (t)‖p1,p + ‖v (t)‖p1,p
)
−1
2
((g1∇u) + (g2∇v)) + c1
r
(|u|rr + |v|rr) . (3.15)
Utilizando (3.9), se tiene
m
(
‖u‖2 + ‖v‖2
)
≤ C2
[
−H (t)−
(∣∣u′∣∣ρ+2
ρ+2
+
∣∣v′∣∣ρ+2
ρ+2
)
−
(∥∥u′∥∥2 + ∥∥v′∥∥2)
−
(
‖u (t)‖p1,p + ‖v (t)‖p1,p
)
− ((g1∇u) + (g2∇v)) + (|u|rr + |v|rr)
]
, (3.16)
donde m = mı´n
{
1
2 l1,
1
2 l2
}
y C2 es una constante positiva que depende de ρ, p y c1. Empleando
(3.10) y (3.16), se obtiene (3.14). 
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Teorema 3.7 (Explosio´n de Soluciones). Supongamos que (H1)− (H4) se verifican. Si para
cada nu´mero fijo δ < 1, consideremos que u0, v0 ∈W 1,p0 (Ω), u1, v1 ∈ H10 (Ω) y satisface
E (0) < δd y I (0) < 0,
donde d esta´ dado por (3.5). Adema´s supongamos que ρ < r − 2 y se verifica
ma´x
{∫ ∞
0
g1(s)ds,
∫ ∞
0
g2(s)ds
}
<
r − 2
r − 2 + 1
(1−δˆ)2(r−2)+2δˆ(1−δˆ)
, (3.17)
donde δˆ = ma´x {0, δ}. Entonces la solucio´n (u, v) del problema (1.1) − (1.6) explota en tiempo
finito, es decir, existe un nu´mero positivo finito T∗ tal que
l´ım
t→T−∗
[∣∣u′∣∣ρ+2
ρ+2
+
∣∣v′∣∣ρ+2
ρ+2
+
∥∥u′∥∥2 + ∥∥v′∥∥2 + ‖u‖2 + ‖v‖2 + ‖u‖p1,p + ‖v‖p1,p + |u|rr + |v|rr] =∞.
Demostracio´n. Por contradiccio´n, supongamos que la solucio´n del problema (1.1) − (1.6) es
global, entonces existe una constante C > 0 tal que∣∣u′∣∣ρ+2
ρ+2
+
∣∣v′∣∣ρ+2
ρ+2
+
∥∥u′∥∥2 + ∥∥v′∥∥2 + ‖u‖2 + ‖v‖2 + ‖u‖p1,p + ‖v‖p1,p + |u|rr + |v|rr ≤ C, (3.18)
para todo t ≥ 0. Definamos la funcio´n
ψ (t) = H1−σ (t) +
ε
ρ+ 1
∫
Ω
(∣∣u′∣∣ρ u′u+ ∣∣v′∣∣ρ v′v) dx+ ε
2
∫
Ω
(
|∇u|2 + |∇v|2
)
dx
+ε
∫
Ω
(∇u · ∇u′ +∇v · ∇v′) dx, (3.19)
donde 0 < ε 1 que sera´ especificado mas tarde y 0 < σ < mı´n
{
1
2 − 1p , 1ρ+2 − 1r
}
.
Derivando (3.19), usando (1.1)− (1.2) y (H4), obtenemos
ψ′ (t) = (1− σ)H−σ (t)H ′ (t)
+
ε
ρ+ 1
(∣∣u′∣∣ρ+2
ρ+2
+
∣∣v′∣∣ρ+2
ρ+2
)
+ ε
∫
Ω
(∣∣u′∣∣ρ u′′u+ ∣∣v′∣∣ρ v′′v) dx
+ε
∫
Ω
(∇u · ∇u′ +∇v · ∇v′) dx+ ε(∥∥u′∥∥2 + ∥∥v′∥∥2)
+ε
∫
Ω
(∇u · ∇u′′ +∇v · ∇v′′) dx
= (1− σ)H−σ (t)H ′ (t) + ε
ρ+ 1
(∣∣u′∣∣ρ+2
ρ+2
+
∣∣v′∣∣ρ+2
ρ+2
)
+ ε
(∥∥u′∥∥2 + ∥∥v′∥∥2)
+εr
∫
Ω
F (u, v) dx− ε
(
‖u‖2 + ‖v‖2
)
− ε
(
‖u‖p1,p + ‖v‖p1,p
)
+ε
(∫ t
0
g1(t− s) (∇u(s),∇u (t)) ds
+
∫ t
0
g2(t− s) (∇v(s),∇v (t)) ds
)
. (3.20)
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Desde que (∇w1,∇w2) ≥ −
(
η ‖w1‖2 + 14η ‖w2‖2
)
, para η > 0, se obtiene
∫ t
0
g(t− s) (∇w(s),∇w (t)) ds =
∫ t
0
g(t− s) (∇w(s)−∇w (t) ,∇w (t)) ds
+
(∫ t
0
g(s)ds
)
‖w (t)‖2
≥ −
(
η (g∇w) (t) + 1
4η
(∫ t
0
g(s)ds
)
‖w (t)‖2
)
+
(∫ t
0
g(s)ds
)
‖w (t)‖2
=
(
1− 1
4η
)(∫ t
0
g(s)ds
)
‖w (t)‖2 − η (g∇w) (t) .
Este resultado en (3.20), implica
ψ′ (t) ≥ ε
ρ+ 1
(∣∣u′∣∣ρ+2
ρ+2
+
∣∣v′∣∣ρ+2
ρ+2
)
+ ε
(∥∥u′∥∥2 + ∥∥v′∥∥2)+ εr ∫
Ω
F (u, v) dx
−ε
(
‖u‖p1,p + ‖v‖p1,p
)
− ε
(
G1 (t) ‖u (t)‖2 +G2 (t) ‖v (t)‖2
)
− ε
4η
[(∫ t
0
g1(s)ds
)
‖u (t)‖2 +
(∫ t
0
g2(s)ds
)
‖v (t)‖2
]
−εη [(g1∇u) + (g2∇v)] , (3.21)
para algu´n nu´mero η > 0 a ser determinado ma´s tarde. Por (3.11) y (3.1), resulta∫
Ω
F (u, v) dx = H (t)− δˆd+ 1
ρ+ 2
(∣∣u′∣∣ρ+2
ρ+2
+
∣∣v′∣∣ρ+2
ρ+2
)
+
1
2
(∥∥u′∥∥2 + ∥∥v′∥∥2)+ 1
p
(
‖u‖p1,p + ‖v‖p1,p
)
+
1
2
Γ (t)
y este en (3.21), se obtiene
ψ′ (t) ≥ ε
(
1
ρ+ 1
+
r
ρ+ 2
)(∣∣u′∣∣ρ+2
ρ+2
+
∣∣v′∣∣ρ+2
ρ+2
)
+ ε
(
1 +
r
2
)(∥∥u′∥∥2 + ∥∥v′∥∥2)
+ε
(
r − p
p
)(
‖u‖p1,p + ‖v‖p1,p
)
+ ε
(
G1 (t) ‖u (t)‖2 + G2 (t) ‖v (t)‖2
)
+ε
(r
2
− η
)
[(g1∇u) + (g2∇v)] + εrH (t)− εrδˆd, (3.22)
donde Gi (t) = r−22 −
(
r−2
2 +
1
4η
) ∫ t
0 gi(s)ds, i = 1, 2. Utilizando la desigualdad (3.9) en la
estimativa (3.22), se obtiene
ψ′ (t) ≥ ε
(
1
ρ+ 1
+
r
ρ+ 2
)(∣∣u′∣∣ρ+2
ρ+2
+
∣∣v′∣∣ρ+2
ρ+2
)
+ ε
(
1 +
r
2
)(∥∥u′∥∥2 + ∥∥v′∥∥2)
+ε
(
r − p
p
)(
‖u‖p1,p + ‖v‖p1,p
)
+ ε
(
H1 (t) ‖u (t)‖2 +H2 (t) ‖v (t)‖2
)
+ε
(
r − 2
2
(
1− δˆ
)
+ (1− η)
)
[(g1∇u) + (g2∇v)] + εrH (t) , (3.23)
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donde Hi (t) = r−22
(
1− δˆ
)
−
(
r−2
2
(
1− δˆ
)
+ 14η
) ∫ t
0 gi(s)ds, i = 1, 2. Como se verifica H (t) ≥
−E (t), se tiene
H (t) ≥
∫
Ω
F (u (t) , v (t)) dx− 1
ρ+ 2
(∣∣u′ (t)∣∣ρ+2
ρ+2
+
∣∣v′ (t)∣∣ρ+2
ρ+2
)
−1
p
(
‖u (t)‖p1,p + ‖v (t)‖p1,p
)
−1
2
(∥∥u′ (t)∥∥2 + ∥∥v′ (t)∥∥2)− 1
2
Γ (u (t) , v (t)) . (3.24)
Tomando cualquier nu´meros 0 < γ < 1, desde que 0 < (r − 2)
(
1− δˆ
)
< r y 0 < (r − p)
(
1− δˆ
)
<
r, implica 0 < γ (r − 2)
(
1− δˆ
)
< r y 0 < γ (r − p)
(
1− δˆ
)
< r. Por este resultado y utilizando
(3.24) en la estimativa (3.23), se deduce
ψ′ (t) ≥ ε
[
1
ρ+ 1
+
1
ρ+ 2
[
r − γ (r − 2)
(
1− δˆ
)]](∣∣u′∣∣ρ+2
ρ+2
+
∣∣v′∣∣ρ+2
ρ+2
)
+ε
[
1 +
1
2
[
r − γ (r − 2)
(
1− δˆ
)]](∥∥u′∥∥2 + ∥∥v′∥∥2)
+ε
r − p
p
−
γ (r − p)
(
1− δˆ
)
p
(‖u‖p1,p + ‖v‖p1,p)
+ε
(
F1 (t) ‖u (t)‖2 + F2 (t) ‖v (t)‖2
)
+ε
(
r − 2
2
(1− γ)
(
1− δˆ
)
+ (1− η)
)
[(g1∇u) + (g2∇v)]
+ε
[
r − γ (r − 2)
(
1− δˆ
)]
H (t)
+εγ (r − 2)
(
1− δˆ
)∫
Ω
F (u (t) , v (t)) dx, (3.25)
donde Fi (t) = r−22 (1− γ)
(
1− δˆ
)
−
(
r−2
2 (1− γ)
(
1− δˆ
)
+ 14η
) ∫ t
0 gi(s)ds, i = 1, 2. Se debe
observar, para obtener (3.25), se ha empleado la propiedad: Si H ≥ A y 0 ≤ µ ≤ r, entonces
rH ≥ µA+ (r − µ)H.
Si δ < 0, entonces E (0) < 0 y δˆ = 0; podemos escoger η = r−22 (1− γ) + 1 y γ ∈ 〈0, 1〉 tal
que r−22(1−γ) =
r−2
2 (1− γ) + 1 en (3.25). Si 0 ≤ δ < 1, entonces E (0) > 0 y δˆ = δ; podemos
escoger η = (r−2)(1−δ)
2+2δ(1−δ)
2(1−γ) y γ ∈ 〈0, 1〉 tal que r−22 (1− γ)
(
1− δˆ
)
+ 1 > (r−2)(1−δ)
2+2δ(1−δ)
2(1−γ)
en (3.25). Teniendo en cuenta que 1 − li =
∫∞
0 gi(s)ds ≥
∫ t
0 gi(s)ds, i = 1, 2, (3.17) y (H4),
resulta
ψ′ (t) ≥ εζ
[∣∣u′∣∣ρ+2
ρ+2
+
∣∣v′∣∣ρ+2
ρ+2
+H (t) +
∥∥u′∥∥2 + ∥∥v′∥∥2 + ‖u‖2 + ‖v‖2
+ ‖u‖p1,p + ‖v‖p1,p + (g1∇u) + (g2∇v) + |u|rr + |v|rr
]
, (3.26)
ψ (0) = H1−σ (0) +
ε
ρ+ 1
∫
Ω
(|u1|ρ u1u0 + |v1|ρ v1v0) dx
+
ε
2
∫
Ω
(
|∇u0|2 + |∇v0|2
)
dx+ ε
∫
Ω
(∇u0 · ∇u1 +∇v0 · ∇v1) dx > 0,
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donde ζ es una constante positiva que representa al mı´nimo de todas las constante positiva de
los coeficientes de los te´rminos de la estimativa (3.25) y ε > 0 es suficientemente pequen˜o. En
consecuencia
ψ (t) ≥ ψ (0) > 0, ∀t ≥ 0.
Desde que ρ+1ρ+2 +
1
ρ+2 = 1 y ρ+ 2 < r, resulta∣∣∣∣∫
Ω
(∣∣u′∣∣ρ u′u+ ∣∣v′∣∣ρ v′v) dx∣∣∣∣ ≤ ∣∣u′∣∣ρ+1ρ+2 |u|ρ+2 + ∣∣v′∣∣ρ+1ρ+2 |v|ρ+2
≤ C1
[∣∣u′∣∣ρ+1
ρ+2
|u|r +
∣∣v′∣∣ρ+1
ρ+2
|v|r
]
.
De donde se tiene∣∣∣∣∫
Ω
(∣∣u′∣∣ρ u′u+ ∣∣v′∣∣ρ v′v) dx∣∣∣∣ 11−σ ≤ C2 [∣∣u′∣∣ ρ+11−σρ+2 |u| 11−σr + ∣∣v′∣∣ ρ+11−σρ+2 |v| 11−σr ]
≤ C3
[∣∣u′∣∣ ρ+11−σµρ+2 + |u| θ1−σr + ∣∣v′∣∣ ρ+11−σµρ+2 + |v| θ1−σr ] ,
donde 1µ +
1
θ = 1. Escogiendo µ =
(1−σ)(ρ+2)
ρ+1 , implica
θ
1− σ =
ρ+ 2
(1− σ) (ρ+ 2)− (ρ+ 1) < r.
Utilizando (3.14), obtenemos∣∣∣∣∫
Ω
(∣∣u′∣∣ρ u′u+ ∣∣v′∣∣ρ v′v) dx∣∣∣∣ 11−σ ≤ C4 [∣∣u′∣∣ρ+2ρ+2 + ∣∣v′∣∣ρ+2ρ+2 −H (t) + ∥∥u′∥∥2 + ∥∥v′∥∥2
−‖u‖p1,p − ‖v‖p1,p − ‖u‖2 − ‖v‖2
− (g1∇u)− (g2∇v) + |u|rr + |v|rr
]
. (3.27)
Tambie´n, se tiene la estimativa∣∣∣∣∫
Ω
(∇u · ∇u′ +∇v · ∇v′) dx∣∣∣∣ 11−σ ≤ C5 [‖u‖ 11−σ ∥∥u′∥∥ 11−σ + ‖v‖ 11−σ ∥∥v′∥∥ 11−σ ]
≤ C6
[
‖u‖ s1−σ + ∥∥u′∥∥ τ1−σ + ‖v‖ s1−σ + ∥∥v′∥∥ τ1−σ ] ,
donde 1s +
1
τ = 1. Escogiendo τ = 2 (1− σ), implica s1−σ = 21−2σ y∣∣∣∣∫
Ω
(∇u · ∇u′ +∇v · ∇v′) dx∣∣∣∣ 11−σ ≤ C6 [‖u‖ 21−2σ + ‖v‖ 21−2σ + ∥∥u′∥∥2 + ∥∥v′∥∥2] . (3.28)
Por consiguiente de (3.27) y(3.28), obtenemos
ψ
1
1−σ (t) =
[
H1−σ (t) +
ε
ρ+ 1
∫
Ω
(∣∣u′∣∣ρ u′u+ ∣∣v′∣∣ρ v′v) dx
+
ε
2
∫
Ω
(
|∇u|2 + |∇v|2
)
dx+ ε
∫
Ω
(∇u · ∇u′ +∇v · ∇v′) dx] 11−σ
≤ C7
[
H (t) +
∣∣u′∣∣ρ+2
ρ+2
+
∣∣v′∣∣ρ+2
ρ+2
+ ‖u‖2 + ‖v‖2
+
∥∥u′∥∥2 + ∥∥v′∥∥2 + ‖u‖ 21−σ + ‖v‖ 21−σ
+ ‖u‖ 21−2σ + ‖v‖ 21−2σ + ‖u‖p1,p + ‖v‖p1,p + |u|rr + |v|rr
]
. (3.29)
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Por (3.13) y(3.18), tenemos
‖u‖ 21−2σ , ‖v‖ 21−2σ ≤ C 21−2σ H (t)
H (0)
y ‖u‖ 21−σ , ‖v‖ 21−σ ≤ C 21−σ H (t)
H (0)
. (3.30)
Se deduce de (3.29), (3.30), (3.12) y (H4) que
ψ
1
1−σ (t) ≤ K
[∣∣u′∣∣ρ+2
ρ+2
+
∣∣v′∣∣ρ+2
ρ+2
+
∥∥u′∥∥2 + ∥∥v′∥∥2 + ‖u‖2 + ‖v‖2
+ ‖u‖p1,p + ‖v‖p1,p + |u|rr + |v|rr
]
, (3.31)
para todo t ≥ 0. Combinando (3.26) y (3.31), conseguimos
ψ′ (t) ≥ εζ
K
ψ
1
1−σ (t) , ∀t ≥ 0. (3.32)
Por integracio´n de (3.32) desde 0 hasta t, resulta
ψ
σ
1−σ (t) ≥ 1
ψ−
σ
1−σ (0)− εζσtK(1−σ)
.
Esto muestra que ψ (t) explota en tiempo finito
T∗ ≤ K (1− σ)
εζσψ
σ
1−σ (0)
y adema´s de (3.31), se obtiene
l´ım
t→T−∗
[∣∣u′∣∣ρ+2
ρ+2
+
∣∣v′∣∣ρ+2
ρ+2
+
∥∥u′∥∥2 + ∥∥v′∥∥2 + ‖u‖2 + ‖v‖2 + ‖u‖p1,p + ‖v‖p1,p + |u|rr + |v|rr] =∞.
Esto es una contradiccio´n con (3.18). Por tanto, la solucio´n del problema (1.1) − (1.6) explota
en tiempo finito. 
4. Conclusio´n
En el presente estudio se ha obtenido la no existencia global para ciertas soluciones con
energ´ıa inicial acotada por cierta constante positiva, el cual generaliza al resultado obtenidos
por Quispe et al. [15], y agrega al resultado obtenidos por Hao et al. [6].
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